
FORSCHUNG Berechnung und Simulation

Berechnung und Darstellung 
von Gelenkwinkeln im Fahrwerk

Immer kürzere Entwicklungszeiten und höhere Anforderungen an die Funktionalität von Fahr-
werksystemen erfordern einen effizienten Entwicklungsprozess. Eine sorgfältige Vorentwicklung
stellt sicher, dass Parameter frühzeitig eingebunden werden und dass Bedingungen für die folgen-
de Entwicklung schnell und zuverlässig postuliert werden können. Zusammen mit ZF Lemförder
Fahrwerktechnik hat das Institut für Kraftfahrwesen Aachen (ika) ein Berechnungsprogramm für
den Einsatz in der Achsvorentwicklung erstellt.
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Bild 1: Eingabe-
maske (links) und
Kinematikergeb-
nisse im Ver-
gleichsdiagramm
Figure 1: User in-
put interface (left)
and comparative
diagram of kine-
matic results
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1  Einführung

Zur starrkinematischen Vorauslegung von
Achssystemen ist das Berechnungstool ABE
entwickelt worden. Dieses ist modular ge-
staltet und wurde stetig weiterentwickelt.
Bei ABE handelt es sich um ein bewährtes
und eigenständiges Entwicklungswerkzeug,
das die schnelle kinematische Analyse und
Vorauslegung von Achsen ermöglicht.

Nun wurde ABE um ein Modul zur Be-
rechnung der Gelenkwinkel von Kugelgelen-
ken und Gummilagern bei starrkinemati-
schen Bewegungen des Achssystems erwei-
tert. Das neue Gelenkwinkel-Modul ist in der
Lage, bei den in einem Achssystem entste-
henden Bewegungsabläufen mit den beiden
Freiheitsgraden „Federbewegung“ und
„Lenkbewegung“ die relativen Gelenkstel-
lungen auszuwerten und anschaulich dar-
zustellen.

2  Das Basistool ABE

Das Softwaretool ABE wurde zur kinemati-
schen Analyse, zum Vergleich beziehungs-
weise Benchmark und zur schnellen Voraus-
legung von Achssystemen erstellt. Nach Ein-
gabe der kinematisch relevanten Anlenk-
punkte der Achse (Hardpoints) werden alle
starrkinematischen Fahrwerkkennwerte in-
nerhalb kürzester Zeit berechnet und darge-
stellt. Schnelle Parametervariationen und
Benchmarkanalysen von Achssystemen sind
möglich. Das Berechnen von aufgelösten
Lenkerverbunden beziehungsweise räumli-
chen Achskinematiken (zum Beispiel Mehr-
lenkerachsen) wurde ermöglicht. ABE ist in
der Programmiersprache Visual Basic for
Applications (VBA) unter Microsoft Excel rea-
lisiert und kann lizenzfrei auf nahezu je-
dem PC eingesetzt werden. Besonders der
schnelle Aufbau eines Achssystems und die

intuitive Bedienung machen das Programm
für die Akquisition auch beim Kunden vor
Ort interessant, Bild 1.

Der Berechnungsalgorithmus basiert auf
einem mathematischen Ansatz von Mat-
schinsky [1, 2]. Dieser ist in [3] umgesetzt so-
wie deutlich erweitert worden. Mit diesem
Ansatz wird der translatorische und rotato-
rische Geschwindigkeitszustand des Radträ-
gers berechnet. Positionen und Geschwin-
digkeiten aller beteiligten Punkte innerhalb
der Radaufhängung, wie zum Beispiel des
Radaufstandspunktes oder Radmittelpunk-
tes, liegen damit explizit vor und werden für
die Berechnung der Kinematikkennwerte 
[1, 2, 3] herangezogen, Tabelle.

Ein allgemeiner Fünflenker-Mechanis-
mus bildet die Basis der Berechnungen in
ABE, womit sich eine Vielzahl verschiedener
Radaufhängungen beschreiben lassen (Dop-
pelquerlenker, Mehrlenkerachse etc.). Weite-
re Achstypen wie zum Beispiel McPherson-
Aufhängungen lassen sich mittels geometri-
scher und kinematischer Formulierungen
ebenfalls mit ABE berechnen. Die Beschrei-
bung der Lenkachsengeometrie auch bei
ideellen Lenkachsen sowohl bei Hub- als
auch bei Lenkbewegungen erfordert erwei-
terte Methoden, die in [3] vollständig be-
schrieben sind.

3  Gelenkbewegung

Wenn eine Radaufhängung bewegt wird,
entstehen Bewegungen der Lenker, die in
ABE als Zweipunkt-Lenker aufgefasst wer-
den. Damit verbunden resultieren Bewegun-
gen in den Gelenken, mit denen die Lenker
entweder am Fahrzeugaufbau oder am Rad-
träger befestigt sind. In diesem Artikel wird
exemplarisch einer der gängigen Fälle be-
trachtet, bei dem der Lenker fahrzeugseitig
mit einem Gummilager an der Karosserie

und radträgerseitig mit einem Kugelgelenk
befestigt ist. Andere Konfigurationen sind
ebenfalls denkbar.

Für jede Radaufhängung werden ver-
schiedene Kugelgelenke und Gummilager
benötigt. Neben der Lastabhängigkeit, die
nicht Thema dieses Artikels sein soll, ist die
Auslegung insbesondere von den kinemati-
schen Anforderungen an das Gelenk abhän-
gig. Ein Achslieferant wie ZF Lemförder lie-
fert hauseigene Gelenke und Lager und
kann somit in der Achsauslegung und -vor-
entwicklung bereits wichtige Erkenntnisse
für die hausinterne Komponentenentwick-
lung generieren. So ist zum Beispiel für ein
Kugelgelenk relevant, welche Winkelberei-
che maximal erreicht werden und welche
Gelenkstellungen über einen definierten Be-
wegungszyklus angefahren werden. Diese
Erkenntnisse beeinflussen maßgeblich das
Design des Kugelgelenks. Bei einem Kugelge-
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lenk ist die Bewegung zwischen Gelenkzap-
fen und Gelenkgehäuse kinematisch rele-
vant, während bei einem Gummilager die
Bewegung zwischen der Innen- und Außen-
hülse von Interesse ist, Bild 2.

4  Gelenkwinkeldarstellung

Die relativen Gelenkbewegungen werden
entweder in Polarkoordinaten oder in einer

projizierten Zwei-Ebenen-Gelenkwinkeldar-
stellung anschaulich ausgegeben. In der Po-
larkoordinatendarstellung ist die direkte Er-
fassung des absoluten Öffnungswinkels
möglich. Gleichzeitig wird mit dem Positi-
onswinkel angegeben, an welcher rotatori-
schen Position sich die jeweilige Gelenköff-
nung ergibt. Bei der Zwei-Ebenen-Darstel-
lung wird die Stellung des ausgelenkten Ge-
lenks relativ zur Ausgangsstellung über

zwei Projektionswinkel beschrieben. Damit
wird ein Großteil der in der Industrie übli-
chen Darstellungsweisen für Gelenkwinkel
abgedeckt, Bild 3.

Weiterhin wird die Rotation des Gelenks
um die eigene Hauptachse (Eigenrotation)
berechnet und dargestellt. Bei einem Kugel-
gelenk hat die Eigenrotation um die Gelenk-
zapfenachse Einfluss auf den Gelenkver-
schleiß. Bei einem Gummilager kann die
Angabe dieses Gelenkwinkels darüber hi-
naus für die Berechnung des Rückstellver-
haltens beziehungsweise Rückstellmomen-
tes mit Kenntnis des Materialverhaltens wei-
terverwendet werden.

Ob in der Polarwinkeldarstellung oder in
der Zwei-Ebenen-Projektion: Für jeden Bewe-
gungszustand des Achssystems beziehungs-
weise des Radträgers kann die jeweilige Ge-
lenkstellung eindeutig abgelesen werden.

5  Bewegungsablauf der Radaufhängung

Um eine eindeutige Zuordnung der Gelenk-
winkelergebnisse zum jeweiligen Bewe-
gungszustand sowie die Vergleichbarkeit
der Ergebnisse zu gewährleisten, ist ein stan-
dardisierter Bewegungsablauf realisiert.
Nach Eingabe von maximalem Einfederweg
sowie maximaler Spurstangenauslenkung
durch den Benutzer wird ein Bewegungs-
plan erzeugt, der sukzessive alle maximalen
Stellungen anfährt. Die Feder kann maxi-
mal ein- oder ausgefedert werden, die Spur-
stange maximal nach rechts und links be-
wegt werden. Zusammen mit der Ausgangs-
stellung, der Konstruktionslage, ergeben
sich neun verschiedene Endpositionen. Da-
raus ergeben sich insgesamt zwölf Bewe-
gungsbahnen, die durchfahren werden,
Bild 4.

Damit werden auf effiziente Weise alle
extremen kinematischen Gelenkzustände
erfasst, die sich über den gesamten Bewe-
gungsbereich einer Radaufhängung erge-
ben können. So können bereits in der Vor-
entwicklung die notwendigen kinemati-
schen Winkelbereiche der einzelnen Gelen-
ke vordimensioniert werden. Die Farben der
jeweiligen Bewegungsrichtungen sowie die
Bezeichnungen der jeweiligen Eckpositio-
nen im Bewegungsplan finden sich zur bes-
seren Orientierung auch in den Ergebnis-
darstellungen wieder, siehe Kapitel 11.

6  Grundsätzliche Voraussetzungen zu
den erforderlichen Rechenoperationen

Um die genannten Gelenkwinkel in Polarko-
ordinaten, in kardanischen Zwei-Ebenen-
Projektionen sowie die Eigenrotation zu be-
rechnen, ist es notwendig, für die beiden re-

Tabelle: Auszug aus Liste der berechneten Kinematikkennwerte in ABE
Table: Excerpt from the list of characteristic kinematic values calculated in ABE

Federweg am Feder-/Dämpferelement [mm] Nachlaufwinkel [°]
Weg am Rad (vertikaler Radhub) [mm] Nachlaufstrecke [mm]
(Vor-)Spurwinkel [°] Nachlaufversatz [mm]
Spurstangenweg [mm] Spreizungswinkel [°]
Radlenkwinkel [°] Lenkrollradius [mm]
Radsturzwinkel [°] Spreizungsversatz [mm]
Spurweite [mm] Störkrafthebelarm Bremsen [mm]
Wankpol-Lage bei Hub- und Wankfedern [mm] Störkrafthebelarm Antreiben [mm]
Optimaler Bremsabstützwinkel [°] Radlenkwinkel innen [°]
Tatsächlicher Bremsabstützwinkel [°] Radlenkwinkel außen [°]
Bremsnickausgleich [%] Mittlerer Radlenkwinkel [°]
Optimaler Anfahrabstützwinkel [°] Spurdifferenzwinkel [°]
Tatsächlicher Anfahrabstützwinkel [°] Ackermann-Winkel (außen) [°]
Anfahrnickausgleich [%] Ackermann-Anteil [%]
Schrägfederungswinkel [°] Lenkradwinkel [°]
Federübersetzung (Federweg / Radhub) [-] Lenkübersetzung [-]

Bild 2: Ausgangs- und Zielstellung von Gummilager (links) und Kugelgelenk
Figure 2: Initial and target position of bushing (left) and ball joint
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lativ zueinander bewegten Gelenkkompo-
nenten jeweils ein körperfestes Koordinaten-
system festzulegen. Diese Koordinatensyste-
me werden sich bei einer Bewegung der Rad-
aufhängung relativ zueinander bewegen.
Von kinematischer Relevanz sind dabei nur
die jeweiligen lokalen Rotationen und nicht
die translatorischen Bewegungen.

Sind zwei Koordinatensysteme mit glei-
chem Ursprung im Inertialsystem bekannt,
so lässt sich die Relativbewegung beider Sys-
teme dadurch ermitteln, dass das ausgelenk-
te Koordinatensystem im Koordinatensys-
tem des Ausgangszustandes dargestellt
wird. Dann ist es möglich, beispielsweise die
Auslenkung der z-Achse des Zielsystems zu
beschreiben, was der absoluten Auslenkung

des zu beschreibenden Gelenks entspricht.
Im vorliegenden Fall wird die Ausgangs-

lage mit dem Index „1“ und die ausgelenkte
Lage mit dem Index „2“ versehen.

Eine allgemeine Abbildungsmatrix A12

rotiert das Koordinatensystem von der Aus-
gangslage „1“ in die Zielposition „2“:

Gl.1

Die Notation für Rotation, Abbildung
und Koordinatentransformation ist [4] ent-
nommen. KS2

(1) bedeutet dabei, dass das Ko-
ordinatensystem mit der Nummer „2“ im
lokalen, nicht inertialen Koordinatensys-
tem „1“ per Koordinatentransformation
dargestellt wird.

Soll das Zielkoordinatensystem „2“ auf
das lokale Koordinatensystem „1“ bezogen
werden, so gilt:

Gl. 2

Mit Hilfe von A12 kann man also nicht
nur Vektoren oder Koordinatensysteme im
Raum von einer Ausgangslage in eine Ziel-
position abbilden, sondern auch Vektoren
oder Matrizen in verschiedenen Koordina-
tensystemen darstellen.

Die Matrix A12 ist wie alle in diesem Algo-
rithmus verwendeten Rotationsmatrizen or-
thonormal (orthogonal und normiert) und
unterliegt dadurch der günstigen Eigen-
schaft, dass die inverse der transponierten
Matrix entspricht:

Gl. (3)

7  Besetzung der Koordinatensysteme

Um die Bewegung der Gelenke berechnen
zu können, müssen die körperfesten Koordi-
natensysteme der Gelenkkomponenten ein-
deutig festgelegt sein. Im Fall des fahrzeug-
seitigen Gummilagers wird die Orientie-
rung der Gelenkhauptachse durch den Ge-
lenkmittelpunkt sowie der Angabe eines
zweiten Punktes auf der Hauptachse eindeu-
tig festgelegt. Alternativ kann sich der Be-
nutzer für die ersten Betrachtungsschritte
einen Vorschlag zur Gelenkorientierung
vorgeben lassen. Die Gelenkhauptachse
wird gemäß gängiger Konvention als z-Ach-
se betrachtet. Diese z-Achse sowie der Rich-
tungsvektor des mit dem Gelenk verbunde-
nen Lenkers spannen eine Ebene auf. Per
Kreuzprodukt werden die x- und y-Achse des
Ausgangssystems eindeutig festgelegt. Da-
mit ist das Koordinatensystem B1 (Gummila-
gersystem) durch die Eingabe eines einzel-
nen Punktes auf der Gelenkhauptachse ein-
deutig festgelegt.

Für das Kugelgelenk gilt die gleiche Vorge-
hensweise: der Benutzer legt neben dem Ge-
lenkmittelpunkt einen zweiten Punkt auf
der Gelenkzapfenachse (z-Achse) fest. Der
Lenkervektor legt zusammen mit der z-Ach-
se die Grundebene des Gelenks fest und die
einzelnen Achsen des Koordinatensystems
werden eindeutig bestimmt, Bild 5. Damit ist
K1 (Kugelgelenksystem) ebenfalls festgelegt.

8  Beschreibung der
relevanten Körperrotationen

Wie beschrieben, durchläuft die Radaufhän-
gung einen vorgegebenen Bewegungsplan.
In jedem Schritt wird die Auslenkung der Ge-
lenke relativ zum Ausgangszustand berech-

KS A KS2
1 12

1
1( ) ( )= ⋅

KS A KS2
1 12

2
2( ) ( )= ⋅

A A
T12 1 12( ) = ( )−

Bild 3: Gelenkwinkel: Polarwinkel (links) sowie Projektionswinkel (beispielhaft)
Figure 3: Joint angles: Polar angle (left) and projection angle (example)

Bild 4: Standardisierter Bewegungsplan zur Berechnung der Gelenkwinkel
Figure 4: Standardized movement plan for calculating joint angles
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net und dargestellt. Die Ausgangskoordina-
tensysteme sind festgelegt. Die Koordinaten
der Hardpoints liegen aus dem ABE-Basis-Al-
gorithmus vor. Da der Kugelgelenkzapfen
fest mit dem Radträger verschraubt ist, sind
auch diese Koordinaten explizit bekannt.

Der jeweils betrachtete Lenkervektor ist
sowohl in Ausgangs- als auch in Zielstellung
aus dem ABE-Algorithmus bekannt. Das Ku-
gelgelenkgehäuse sowie die Gummilager-
Außenhülse sind fest mit dem Lenker ver-
bunden und erfahren daher die Gesamtrota-
tion des Lenkers.

Für den hier dargestellten Fall ergeben
sich Gelenkbewegungen, wie sie in Bild 6 bei
einer ebenen Einfederbewegung exempla-
risch gezeigt werden.

Die Abbildung zeigt einen Querlenker,
der aus seiner Konstruktionslage (schwarz)
heraus durch eine Einfederbewegung der
Radaufhängung nach oben in seine aktuelle
Zielposition (weiß) gedreht wird. In dieser
Abbildung ist nur eine ebene Drehung sicht-
bar. Das Gelenk wird im Allgemeinen über-
lagerte und räumliche Rotationen erfahren,
die in diesem Algorithmus vollständig be-
rechnet und als kardanische Gelenkbewe-
gungen bezeichnet werden.

Das Inertialsystem der Radaufhängung
wird mit (0) gekennzeichnet, das System (1)
bezeichnet die Ausgangsstellung der Gelen-
ke. Mit (2) beziehungsweise (3) werden die
Zielsysteme beschrieben.

Man erkennt, dass das hier dargestellte
Kugelgelenk mehrere Bewegungen erfährt.
Zunächst wird das Gelenkgehäuse (K1) mit
der Gesamtrotation des Lenkers mitrotiert.
Ohne relative Gelenkbewegung hätte das
Kugelgelenk die hellgrau dargestellte Stel-
lung (K2). Da der Gelenkzapfen aber im
Radträger verschraubt ist, wird dieser in ei-
ne neue Zielposition (dunkelgrau, K3) be-
wegt, so dass die Relativbewegung des Ku-
gelgelenks zwischen den beiden Stellun-
gen K2 und K3 ermittelt wird.

Durch diese überlagerte Rotation muss
das Bezugssystem des Kugelgelenkgehäuses
zunächst mit der Gesamtrotationsmatrix in
die entsprechende Stellung K2 abgebildet
werden:

Gl. (4)

Das System K3 beschreibt den ausge-
lenkten Kugelgelenkzapfen und wird
durch den ABE-Basisalgorithmus be-
stimmt. K3 ist wie K2 nach der Gesamtrota-
tion bekannt und wird nun zu K3

(2) trans-
formiert, um die relevante Gelenkbewe-
gung relativ zu K2 zu bestimmen:

Gl. (5)

Das gummilagerfeste Koordinatensystem
B2 muss als B2

(1) dargestellt werden:

Gl. (6)

Man erkennt, dass für den jeweils be-
trachteten Lenker alle Matrizen außer der
Abbildungsmatrix D12 bekannt sind.

9  Lenkerbewegung 
beziehungsweise -rotation

Verschiedene Anordnungen der Lenker und
Gelenke sind möglich. Bei der hier darge-
stellten Konfiguration mit Gummilager und
Kugelgelenk sind zunächst zwei unter-
schiedliche Versionen denkbar. Falls zwei
Zweipunkt-Lenker zu einem Dreiecklenker

zusammengefasst sind, ist die Bewegung bei
einer Feder- oder Lenkbewegung einfach be-
schrieben: Durch die beiden beteiligten auf-
bauseitigen Gummilager verläuft die Mo-
mentanachse der Bewegung (Version 1).
Durch die Angabe der Hardpoints ist diese
Momentanachse direkt im globalen Koordi-
natensystem bekannt. Da der Dreiecklenker
idealerweise keine Eigenrotation der beiden
beteiligten Streben zulässt, ist die Rotation
von der Ausgangs- in die Zielposition sehr
einfach beschrieben.

Bilden die beiden Lenker keinen Dreieck-
lenker, müssen die Lenker einzeln betrach-
tet werden. Dadurch ist grundsätzlich ne-
ben der eigentlichen Bewegung in die Ziel-
position eine Eigenrotation des Lenkers
möglich (Version 2). Die Eigenrotation beein-

Bild 6: Ausgangs- und Zielstellung 
des betrachteten 2-Punkt-Lenkers
Figure 6: Initial and target position 
of the analyzed 2-point control arm
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Bild 5: Festlegung der Gelenkorientierung durch Benutzereingabe
Figure 5: Definition of joint orientation via user input



flusst maßgeblich die zu berechnenden Ge-
lenkwinkel. Wird ein Lenker um seine eige-
ne Achse gedreht, so ist diese Drehung ohne
eine weitere überlagerte Bewegung direkt
als Projektionswinkel αyz beziehungsweise
als Öffnungswinkel ϑ der beteiligten Gelen-
ke ablesbar.

Deshalb muss eine Abbildungsmatrix ge-
funden werden, die den Lenker derart aus
der Ausgangsstellung in die ausgelenkte
Stellung rotiert, dass die dazugehörige Ei-
genrotation sinnvoll ist und der Realität ent-
spricht.

Da im hier betrachteten System ein Gum-
milager eingesetzt wird, wird eine entschei-
dende Eigenschaft ausgenutzt: das Gummi-
lager hat mehraxiale Federungseigenschaf-
ten und wird daher bei einer beliebigen Aus-
lenkung ein Rückstellmoment liefern, wel-
ches das Gelenk in die ursprüngliche Stel-
lung zurückzubewegen versucht. Daher
wird in diesem Algorithmus die Annahme
getroffen, dass die Eigenrotation des Lenkers
genau so groß ist, dass ausgehend von der
Grundstellung des Gelenks die kleinstmögli-
che absolute Gummilager-Auslenkung statt-
findet.

Bei anderen Lenker- und Gelenkkonfigu-
rationen als den hier dargestellten stellt sich
eine weitere Möglichkeit der Eigenrotation
dar. Wenn die Strebe an beiden Seiten mit
nicht einschränkenden Kugelgelenken mon-
tiert ist, ist die freie Bewegung der Strebe
um die eigene Achse ohne kinematische
Auswirkungen auf den Gesamtmechanis-
mus der Radaufhängung möglich (Version
3). Dies ist bei gängigen Spurstangen der
Fall. Um dennoch eine Aussage über die rela-
tiven Gelenkwinkel zu treffen, wird hier die
Bedingung gesetzt, dass der verbindende
Lenker bei der Gesamtbewegung keine Rota-
tion um seine eigene Achse aufweist. Die da-
mit entstehenden Gelenkwinkel sind daher
als die minimal notwendigen Winkel für die
beteiligten Gelenke anzusehen.

Im Berechnungsalgorithmus liegt der
Ausgangsvektor des Lenkers als ➝a1 vor.

Wird die Radaufhängung in eine Position
innerhalb des Bewegungsplans bewegt, so ist
der Zielvektor dieses Lenkers als ➝a2 bekannt.
Gesucht wird die Abbildungsmatrix  D12,
mit der gilt: 

Gl. (7)
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Gl. (9)
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Mit dieser Rotation liegen nun der Zwi-
schenlage-Vektor ➝ap

(1) und der Zielvektor ➝a2
(1)

in einer gemeinsamen Ebene, in der xz-Ebe-
ne des Systems P. Die nächste Rotation fin-
det daher um die y-Achse ➝py statt, um ➝ap auf
➝a2 korrekt abzubilden. Dazu werden zu-
nächst beide Vektoren im System P darge-
stellt:

Gl. (28)

Gl. (29)

Diese Rotation ließe sich mit Hilfe einer
Rotationsmatrix mit Winkelfunktionen di-
rekt auflösen. Da solche Richtungskosinusse
aber unter Umständen nicht richtungsein-
deutig sind, wird aus Gründen der univer-
sellen Programmierung die Variante der Ro-
tation mit Einheitsvektoren verwendet. Da-
zu wird ➝ap zunächst mit T21 auf eine Basis-
achse zurückrotiert, um anschließend von
dieser Basisachse mit eindeutigen Einheits-
vektoren und T22 in die Zielposition gedreht
zu werden:

Gl.(30)

Gl. (31)

Die Gesamtabbildungsmatrix im System
P lautet demnach:

Gl. (32)

Damit ist der Ausgangsvektor ➝a1 schritt-
weise unter Berücksichtigung der notwendi-
gen Eigenrotation des Lenkers in den Vektor
➝a2 abgebildet worden, die Abbildungsma-
trix ist also eindeutig festgelegt:

Gl. (33)

9.3  Version 3: 
Freie, nicht gefesselte Lenkerrotation
Für die Version 3 gilt, dass die Eigenrotation
des Lenkers komplett unterbunden wird. Da-
für wird die Abbildungsmatrix vom Aus-
gangszustand in den Zielzustand in Basisro-
tationen unterteilt. Wie erwähnt kann dies
ähnlich zu Eulerrotationen geschehen. Hier
wird allerdings eine Rotation mit Bryant-
Winkeln gewählt [4], die im Gegensatz zum
Beispiel zur häufig verwendeten Euler-x-
Konvention (z, x, z- beziehungsweise 3, 1, 3-
Rotation) [5] eine Rotationsreihenfolge auf-
weist, die alle drei Raumachsen (x, y, z- be-
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erfahren. Dieses kann bewusst eingesetzt
oder aber bewusst vermieden werden.

9.2 Version 2: freie Lenkerkonfiguration
Etwas umfangreicher zeigt sich die Berech-
nung der Abbildungsmatrix für Version 2.
Zunächst wird das Koordinatensystem für
das Gummilager in Ausgangsstellung be-
schrieben:

Gl. (19)

➝
b1z wird durch die Lage des Gelenkmit-

telpunktes sowie der Benutzerangabe zum 2.
Punkt auf der Gelenkhauptachse festgelegt:

Gl. (20)

Auch hier spannen der Lenkervektor und
die Gelenkhauptachse die Gelenkgrundebe-
ne auf, Gl. (21), so dass der letzte verbleiben-
de Einheitsvektor berechnet werden kann: 

Gl. (21)

Gl. (22)

Die nun folgende Abbildungsrotation des
Vektors ➝a1

(1) zu ➝a2
(1) wird ähnlich wie bei ei-

ner Euler-Rotation in mehrere Basisrotatio-
nen um jeweils eine Achse unterteilt, um
die Matrizen eindeutig und zuverlässig be-
schreiben zu können.

Um zu gewährleisten, dass das Gummila-
ger die kleinstmögliche Auslenkung erfährt,
wird ➝a1 zunächst um die z-Achse von B1 in
eine Zwischenlage „P“ abgebildet. Diese Lage
hat die Eigenschaft, dass 

➝
b1z  und der Ziel-

vektor ➝a2
(1) die xz-Ebene der Zwischenlage

aufspannen.
Damit kann die erste Teilrotation (von 1

nach P) beschrieben werden:

Gl. (23)

Da um die z-Achse rotiert wird, gilt:

Gl. (24)

Aufgrund der oben genannten Bedin-
gung für die xz-Ebene in P gilt Gl. (25), wo-
mit sich der letzte Einheitsvektor automa-
tisch per Kreuzprodukt ergibt, Gl. (26).

Gl. (25)

Gl. (26)

Diese Rotationsmatrix bildet ➝a1
(1) in die

Zwischenposition ab:

Gl. (27)
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B1 ist bekannt, ebenso die Tatsache, dass
➝a2 im neuen Koordinatensystem B2 die glei-
chen Koordinaten besitzt wie ➝a1 in B1:

Gl. (10)

9.1  Version 1: 
Dreiecklenkerkonfiguration
Für den Dreiecklenker mit den beiden be-
kannten aufbauseitigen Hardpoints (hier P3

sowie P5) kann die Abbildungsmatrix direkt
aus den Matrizen der lenkerfesten Koordina-
tensysteme DD1 in Grundstellung sowie DD2

in Zielstellung gebildet werden: 

Gl. (11)

Gl. (12)

Mit dem normierten Vektor Gl. (13), liegt
die Momentanachse des Dreiecklenkers
durch die beiden aufbauseitigen Gummila-
ger fest:

Gl. (13)

➝a1
(1) und 

➝
d1z spannen die Basisebene des

Gummilagers auf, auf der 
➝
d1y senkrecht

steht:

Gl. (14)

Schließlich ergibt sich 
➝
d1x direkt zu Gl.

(15), so dass die Matrix DD1 vollständig be-
kannt und orthonormal ist.

Gl. (15)

Unter der Voraussetzung, dass die Mo-
mentanachse aufbaufest ist, wird analog
und in der gleichen Reihenfolge DD2 besetzt:

Gl. (16)

Nur für den Fall, dass der Benutzer die
Hauptachsen der beteiligten Gummilager
in Richtung der Momentanachse 

➝
d1z des

Dreiecklenker setzt, gilt:

Gl. (17)

Gl. (18)

Weichen die Hauptachsen von dieser
Dreiecklenker-Momentanachse ab, werden
die Gummilager kinematische Verzwängun-
gen bei einer Bewegung der Radaufhängung
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ziehungsweise 1, 2, 3) betrifft. Damit ist es
möglich, das aufbauseitige Koordinatensys-
tem B1 zunächst so zu drehen, dass dem Len-
kervektor eine lokale Raumachse zugewie-
sen wird, um dann eine solche Bryant-Rota-
tion anzuwenden. Diejenige Rotationsma-
trix, die um die Lenkerachse dreht, wird
dann zur Einheitsmatrix gesetzt. So findet
also nur eine zweimalige Basisrotation ohne
Lenkereigenrotation statt.

10  Ergebnisdarstellung

Wenn für die einzelnen Lenker die Abbil-
dungsmatrix der Lenkerbewegung bekannt
ist, können die relativen Gelenkbewegun-
gen ermittelt werden, Bild 3.

Aus den Komponenten des Vektors, der
die z-Achse beschreibt, kann man nun fol-
gende Winkel ablesen: den Öffnungswinkel
ϑ, den Positionswinkel ϕ sowie die projizier-
ten Auslenkungswinkel, αyz und αzx. Da die
Länge des Vektors normiert ist, genügen je-
weils die zwei Polarwinkelangaben oder die
beiden Projektionswinkel zur vollständigen
und eindeutigen Beschreibung der Gelenk-
stellung im Raum.

Die z-Achse sei beschrieben durch:

Gl. (34)

Dann ergeben sich folgende Winkelberech-
nungen:

Öffnungswinkel:

Gl. (35)

Gl. (36)

Positionswinkel:

Gl. (37)

Gl. (38)

Projektionswinkel in der yz-Ebene:

Gl. (39)

Gl. (40)

Projektionswinkel in der zx-Ebene:

Gl. (41)

Gl. (42)

ϕ, αyz und αzx sind dabei abschnittsweise de-
finiert.

Wichtig für die Bewertung und Ver-
gleichbarkeit der Ergebnisse ist die Definiti-

on des Winkelursprungs. Die Rotationsrich-
tung der Winkelangaben folgt den mathe-
matisch positiven Richtungen des Koordina-
tensystems.

11  Ergebnisbeispiel und Beurteilung

Beispielhaft ist in Bild 7 das Ergebnis einer
Gelenkwinkelberechnung für ein radträger-
seitiges Kugelgelenk einer Mehrlenker-Achse
dargestellt.

Die Bezeichnungen stammen aus dem
Bewegungsplan, die vier unterschiedlichen
Farben kennzeichnen die jeweilige Bewe-
gungsrichtung der Radaufhängung. Auf
dem linken Bild sind die Polarwinkel ϑ und
ϕ dargestellt, auf dem rechten Bild die bei-
den projizierten Gelenkwinkel αyz und αzx.
Aus diesen Diagrammen können dem Kom-
ponentenentwickler wichtige Ergebnisse
wie zum Beispiel die maximale absolute
Auslenkung des Gelenks (hier: Punkt C) oder
die Form der Gelenköffnungsblende mitge-
teilt werden. Ein weiteres Ergebnisdia-
gramm zur Rotation des Gelenks um die ei-
gene Hauptachse liefert weitere, wichtige Er-
kenntnisse.

Weiterhin kann die Darstellung der über
einen kompletten Bewegungsplan entste-
henden Gelenkwinkel Aufschluss darüber
liefern, ob das jeweilige Gelenk in der Kon-
struktionslage vorgewinkelt werden muss,
um eine optimierte und effizientere Gelenk-
bewegung zu realisieren. Verschleißmini-
mierte oder kinematisch günstigere Gelenk-
bewegungen sind die Folge.

Mit dem hier beschriebenen Ansatz zur
Berechnung und Darstellung von Gelenkwin-
keln im Fahrwerk ist es dem Entwickler mög-
lich, bereits im Vorentwicklungsprozess auf
elegante und effiziente Weise wichtige Infor-
mationen für den weiteren Entwicklungspro-
zess der Fahrwerkgelenke zu liefern.

z z z zx y z

T
= ( )

ϕ = arctan
z

z
y

x

ϕ = °[ ]0 360,

α yz
z

y

z
z

= arctan

α yz = °[ ]0 360,

αzx
x

z

z
z

= arctan

αzx = °[ ]0 360,

ϑ =
+

arctan
z z

z
x
2

y
2

z

ϑ = °[ ]0 180,

For an English version of this article, see
ATZ worldwide.
For information on subscriptions, just
call us or send an E-mail or fax.

Vieweg Verlag    Postfach 1546   D-65173 Wiesbaden
Tel. +49 5241 80-1968 | E-mail: vieweg@abo-service.infoATZ

Bild 7: Ergebnisse in Polarwinkeln (links) sowie in Zwei-Ebenen-Projektionswinkeln
Figure 7: Results in polar angles (left) and in two-plane projection angles


