Klothoide

Die Klothoide (,,Spinnlinie*) hat sich unter allen bisher untersuchten geometrischen Gebilden als die gilinstigste
Losung durchgesetzt. Sie weist in ihrem nutzbaren Abschnitt vernachlissigbar geringe Abweichungen vom
trassierungstechnischen Ideal - der Lenkradkurve - auf. Die Klothoide wurde bereits 1937 in den Stralenbau
eingefiihrt. Wegen der schwierigen Handhabung fand sie jedoch keinen Eingang in das Regelwerk, sondern
wurde zunéchst durch den Korbbogen ersetzt. Erst umfassende Tafelwerke ermoglichten ab Mitte der 50er Jahre
ihre leichte Anwendung und damit den Eingang in das Regelwerk.
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Abbildung: Klothoide im rechtwinkligen Koordinatensystem

Die Klothoide ist eine Kurve mit stetig linear zunehmender, gleichsinniger Kriimmung von K = 0 bis K = o. Das
Produkt von beliebiger Bogenliange mit dem jeweils zugehorigen Radius ist konstant.

L - R = konstant

Das konstante Glied dieser Gleichung wurde durch den Parameter A in quadratischer Schreibweise ersetzt, um
einen dimensionsreinen Ansatz zu erhalten. Danach ergibt sich das Bildungsgesetz der Klothoide:

A?=R-Ly

A: Klothoidenparameter [m]
R: Radius am Ende der Klothoidenabschnittes [m]
Ly: Léange des Klothoidenabschnittes [m]

Bei der Klothoide éndert sich die Kriimmung linear mit der Bogenlidnge. Dies hat zur Folge, dass der Kraftfahrer
sein Lenkrad bei konstanter Geschwindigkeit mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit drehen kann.
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Abbildung Fehler! Kein Text mit angegebener Formatvorlage im Dokument.-1: Lageplan und Krimmungslinie der Klothoide

Alle Klothoiden sind geometrisch dhnlich und lassen sich auf die Einheitsklothoide mit dem Parameter a = 1
zurlickfiihren. Der Parameter A dient vergleichbar dem Radius R als Vergroferungs- oder Verkleinerungsfaktor,
so dass sich unendlich viele Klothoiden ergeben konnen. Wéahrend sich mit dem Parameter auch alle
Langenwerte linear proportional dndern, bleiben an der gleichen Formstelle alle Winkel und Verhéltniswerte (z.
B. R/A, Ly/A) unverdndert. Diese charakteristischen Formstellen werden Kennstellen genannt. Eine der
wichtigsten Kennstellen ist die Kennstelle 1. Sie markiert den Punkt auf der Klothoide, bei dem R = Ly = A ist.
Der Tangentenwinkel an dieser Stelle betrdgt t [rad] = 0,5 oder T = 31,8310 gon. Mit Hilfe der Kenn- bzw.
Formstellen kann in der Praxis durch Aufmal} bei Bedarf die Parameterbestimmung erfolgen. Der Winkel t
zwischen Tangente und Haupttangente hat an jeder Stelle einen anderen Wert und nimmt bei gleichem Parameter
mit zunehmender Lénge zu. Dafiir gilt folgende Beziehung:
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Aus den beiden Grundgleichungen der Klothoide und lassen sich weitere Beziehungen bilden, die fiir die
praktische Handhabung interessant sind.
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A’=L-R= =21 R’

Aus der nachfolgenden Abbildung wird deutlich, dass Klothoiden vom Ursprung bis zur Kennstelle 3 nur eine
geringe Richtungsinderung aufweisen und in diesem Bereich als Ubergangsbogen kaum wirksam werden.
Dagegen haben Klothoiden iiber die Kennstelle 1 hinaus eine sehr grofle Richtungsénderung. Solche
Richtungsénderungswinkel kommen in der Entwurfspraxis selten vor (Ausnahme: Kehren).

Der dadurch erforderliche groBe Lenkradeinschlag wiirde den Kraftfahrer bei den relativ hohen
Geschwindigkeiten vor erhebliche fahrdynamische Probleme stellen. Aus diesen beiden Griinden bleibt der An-
wendungsbereich der Klothoiden in der Regel auf den Abschnitt zwischen den Kennstellen 3 und 1 (3,5 gon <t
<32 gon) begrenzt.



rennstelle | igon] | < [rad] A m] R [m] Lo [m]
1 31,83 0,50 1,00-R 1,00-L 1,00-A 1,00-L 1,00-A 1,00-R
15 14,16 0,22 0,67-R 1,50-L 1,50-A 2,25-L 0,67-A 0,45-R
2 7,96 0,13 0,50-R 2,00-L 2,00-A 4,00-L 0,50-A 0,25-R
3 3,54 0,06 0,33-R 3,00-L 3,00-A 9,00-L 0,33:A 0,11-R
4 1,99 0,03 0,25-R 4,00-L 4,00-A 16,00-L 0,25-A 0,06-R
5 1,27 0,02 0,20-R 5,00-L 5,00-A 25,00-L 0,20-A 0,04-R
6 0,89 0,01 0,17.R 6,00-L 6,00-A 36,00-L 0,17-A 0,03-R
- 0,00 0,00 0,00 0,00 - - 0,00 0,00
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Abbildung Fehler! Kein Text mit angegebener Formatvorlage im Dokument.-2: Charakteristische Klothoidenkennstellen

Festlegung der Einsatzgrenzen fir den Klothoidenparameter

Vor allem fahrdynamische und é&sthetische Griinde sind fiir die Festlegung des Klothoidenparameters
ausschlaggebend. In der Vergangenheit wurde aulerdem der Querruck als Komfortkriterium beriicksichtigt.
Dieser sollte aus Sicherheits- und Annehmlichkeitsgriinden das MaBl k = 0,5 m/s’ nicht iberschreiten. In
jingeren Untersuchungen hat sich aber gezeigt, dass dieses Kriterium fiir die Klothoidenbemessung nicht zu
verscharften Forderungen fiihrt und somit entfallen kann. Folglich ergeben sich die Klothoidenparameter aus
zwei Bedingungen:

1. Bedingung: Beschriankung auf den Klothoidenast zwischen den Kennstellen 3 und 1.

l-RﬁASR
3
L,<A<3.L,
2. Bedingung: Die Gewiéhrleistung einer ausreichenden Verwindungslinge fiir den Aufbau einer zur

Kurveninnenseite gerichteten Querneigung. Unter Beachtung der maximal zuldssigen
AnrampungsmalBe (s. Kapitel: Anrampung und Verwindung) ergibt sich

R- (qe _q.x)
maxAs

min A = -a
Die Auswertung dieser beiden Bedingungen ergibt die Werte in nachfolgender Abbildung, wobei fiir die
Berechnung von min A nach Bedingung 2 eine Querneigung q = 7,0 % und eine Fahrbahnbreite B = 6,50 m als
Annahmen zugrunde liegen. Es wird deutlich, dass bei niedrigen Entwurfsgeschwindigkeiten aus beiden
Bedingungen anndhernd gleiche Klothoidenmindest- parameter resultieren, wahrend ab V. = 70 km/h mehr
gestalterische Belange den Mindestwert bestimmen. Die Linge des Ubergangsbogens reicht dann aus, wenn bei
der Berechnung des Rampenbandes die Bedingung vorh As < max As eingehalten ist. Bei Eilinien kann der
Klothoidenparameter A auch kleiner als R/3 gewéhlt werden, wenn die Forderung AR > 0,25 m beriicksichtigt
wird.

Ve [km/h] 50 60 70 80 90 100 120

min R [m] 80 120 180 250 340 450 720

1. Bedingung: A >R/3 30 40 60 80 110 150 240

Ausnahmewert 120 120

(2\'/3‘3;:;“ dgu”n”g%: A 31 43 52 78 91 117 148
Abbildung Fehler! Kein Text mit angegebener Formatvorlage im Dokument.-3: Werte fiir die Klothoidenmindestparameter

Die Entwurfsrichtlinien RAS-L (1995) enthalten die nach Bedingung 1 abgeleiteten Klothoidenparameter als
Mindestwerte. Fiir groBe Kurvenradien ergeben sich dabei lange Ubergangsbogen. In der Entwurfspraxis ist es
manchmal notwendig, bei einschrinkenden baulichen Randbedingungen Kurven mit geringen
Richtungsénderungswinkeln (Flachbogen) zu trassieren. In solchen Féllen reicht der zur Verfiigung stehende
Platz meist nicht aus, um zwei lange Ubergangsbdgen und einen Hauptbogen anzuordnen. Aus diesem Grunde
ist es fiir solche Ausnahmefille bei V., = 100 und 120 km/h méglich, kleinere Klothoidenparameter (A = 120 m)
zu wihlen. Von der Forderung nach t > 3,5 gon darf dann abgewichen werden.



Konstruktionselemente der Klothoide

Die Anwendung der Klothoide bleibt im Stralenentwurf auf einen begrenzten Ast im ersten bzw. dritten
Quadranten des kartesischen Koordinatensystem beschrinkt.

Es bedeuten:
Radius des Kreisbogens R [m]
Abriickung der Kreisbogentangente (Tangentenabriickung) AR [m]
Tangentenwinkel T [gon]
Schnittpunkt der Klothoidentangenten TSy [m]
Lange der langen Tangente T, [m]
Léange der kurzen Tangente Ty [m]
Lange der Klothoide Ly [m]
Koordinaten des Mittelpunktes des an die Klothoide anschlieBenden Kreisbogens — Xy, Yy [m]
Koordinaten des Klothoidenendpunktes X, Y [m]
Sehnenlidnge der Klothoide Sty [m]
Sehnentangentenwinkel der Klothoide c [gon]
Ubergangsbogenanfang UA [m]
Ubergangsbogenende UE [m]
y A
Bildungsgesetz der Klothoide
A’=R" L,
Tangentenabriickung
AR=Y, -R

Koordinaten des Kreismittelpunktes
Xy=X-Rsint
Yu=Y+Rcost=R+AR
Tangentenldngen

Te=Y/sinz
x"’ T=X-Yclgr
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Abbildung Fehler! Kein Text mit angegebener Formatvorlage im Dokument.-4: Konstruktionselemente der Klothoide

Um zwischen Gerade und Kreisbogen eine Klothoide anordnen zu kénnen, muss letzterer um das Mall AR
abgeriickt werden. Am Ubergangsbogenanfang UA bildet die Gerade die Tangente an die Klothoide. An diesem
Punkt hat die Klothoide den Radius R = o und die Kriimmung K = 0. Die Klothoidenlénge Ly reicht bis zum
Ubergangsbogenende UE, an dem die Klothoide tangential in den Kreisbogen iibergeht. An diesem Punkt hat sie
den gleichen Kriimmungsradius wie der Kreisbogen und die Kriimmung K = 1/R. Die Anfangstangente (Gerade)
in UA bildet mit der Endtangente (Kreisbogen) den Tangentenwinkel (Richtungsinderungswinkel) t. Die sich
ergebenden Tangentenldngen (T, und Ty) sind wegen der sich dndernden Kriimmung verschieden grof3. Der
Mittelpunkt des Kreisbogens hat bezogen auf den Ubergangsbogenanfang und die Anfangstangente die
Koordinaten Xy; und Y.

Berechnung der Klothoidenwerte

Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes auf der Klothoide sind Fresnelsche Integrale, deren Losung nicht
exakt moglich ist. Fiir die Berechnung werden schnell konvergierende Reihen angegeben (RAS-L):
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X:Icos 2dL Y:Isin 2dL
0 0

Aufgeloste Reihen fiir X, Y, AR und Xy (mit 1 =L/A)

15 19 113 117
X=A[1l-—+ - +
40 3456 599040 175472640

13 17 1“ 1[5
Y=A—-—+ -
6 336 42240 9676800

13 17 111 115
AR = A| —— + -
(24 2680 506880 154828800j

1 15 19 11%
Xy=A —- + -
2 240 34560 8386560
Die Anzahl der Glieder ist ausreichend fiir mm-Genauigkeit bis A = 3000 m. Die Bogeneinriickung AR ergibt
sich aus folgendem Ansatz:
AR=Y —-R (1 —-cos1)
Bis zur Kennstelle 1 kann mit entsprechenden Néherungsansitzen ausreichend genau gearbeitet werden:

X=L

Klothoidentafeln

Die groBe Verbreitung der Klothoide als Ubergangsbogen im StraBenbau stiitzte sich in der Vergangenheit auf
leicht handhabbare Tafelwerke. Als Grundform dient den Tafeln die Einheitsklothoide mit dem Parameter a = 1
(E-Tafel). Darauf aufbauend kénnen unendlich viele Klothoiden durch Multiplikation der Langenwerte aus der
Tafel mit dem gewidhlten Klothoidenparameter A berechnet werden. In der Entwurfspraxis treten in
Abhingigkeit von der jeweiligen Aufgabe (Neubau, Um- und Ausbau, Zwangsbedingungen usw.) vorrangig
folgende Bestimmungsgrofen auf:

e der Klothoidenparameter A [m]
e der Kriimmungsradius R [m]
« die Ubergangsbogenlinge Ly [m]
e der Tangentenwinkel T [gon]
¢ die Tangentenabriickung AR [m].

Die Arbeit mit der E-Tafel ist manuell aufwendig. Heute stehen dem Entwurfsingenieur statt dessen
Computerprogramme zur Verfiigung, mit deren Hilfe eine schnelle und genaue Berechnung moéglich ist. Die
Mehrzahl der in der Praxis vorkommenden Anwendungsfille erlaubt es, mit runden Klothoidenparametern und
Anschlussradien zu rechnen. Das ist mit Blick auf die Umsetzung auf der Baustelle immer zweckméBig und
sollte angestrebt werden. Fiir die einfache Handhabung genormter Klothoiden enthalten die Tafelwerke
Normklothoidentafeln, geordnet nach runden Parametern (A-Tafeln), runden Ubergangsbogenlingen (L-Tafeln)
und runden Anschlussradien (R-Tafeln). Wegen der zwischenzeitlich erfolgten Verbreitung qualifizierter CAD-
Programme zur Lageplanberechnung wird auf die detailliertere Erlduterung der Tafeln verzichtet.

Klothoidenlineale

Eine weitere Vereinfachung bieten Klothoidenlineale mit den gebrduchlichsten runden Parametern. Diese
Lineale bestehen aus einem konvexen sowie einem konkaven Kurventeil und haben damit die Form einer S-
Kurve (Wendelinie). Auf ihrer Fliche sind die Wendetangente, eine Auswahl rundzahliger Radien an den
jeweiligen Kriimmungsstellen und der Verlauf der anschlieBenden Kreisbogen eingeétzt. Die Klothoidenlineale
sind fiir den MaBstab 1:1000 beschriftet (Angaben in [m]) und kénnen ebenso wie die Kreisbogenlineale durch
Umrechnung auch fiir andere Mafstdbe benutzt werden. Die Parameter der Klothoide verdndern sich hierbei
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proportional dem MalBstabsverhéltnis. Hiermit konnen kleinere Entwurfsaufgaben und auch Voruntersuchungen
fiir grofe Planungsobjekte sehr rationell bearbeitet werden.

In der Lehre muss der Umgang mit den Klothoidentafeln und den -linealen auch weiterhin erlernt werden, weil
nur auf diesem Wege Erfahrungen iiber die komplizierten Kopplungs- und Abstimmungsbedingungen zwischen
den Entwurfselementen gesammelt werden konnen und weil damit die internen Arbeitsschritte moderner
Branchensoftware bewertbar werden.

Lageplankurven

Aus der Verkniipfung der Entwurfselemente ergibt sich fiir die Lageplangestaltung eine Vielzahl von
Variationsmoglichkeiten. Im praktischen Straenentwurf haben sie eine ganz unterschiedliche Bedeutung

erlangt.

Elementfolgen

Bezeichnung

Verwendung

Gerade — Kreisbogen

Kreisbogen ohne
Ubergangsbogen

eingeschrankt
gebrauchlich

Gerade — Klothoide — Kreisbogen

einfache Klothoide

gebrauchlich

Gerade — Klothoide — Kreisbogen —

Kreisbogen (gleichgerichtet)

doppelte Eilinie

s i\iﬁ‘fq“‘@/é’ Klothoide — Gerade Verbundkurve | gebrauchlich
o«
//—‘&\\ Gerade — Klothoide — Klothoid ingeschrank
gy erade — Klothoide — Klothoide — . . eingeschrankt
sy T B Gerade Scheitelklathoide gebrauchlich
A S o /N
< x <
3] ~ . .
e ~d Kreisbogen — Kreishogen .
x %«\ (gleichgerichtet) Korbbogen zu vermeiden
R?.;'
—
> /o 4“' "\e €\ - . . . .
' o Kreisbogen — Klothoide — Klothoide — | Wendeklothoide x .
N\ < ‘\{# ¢ = Kreisbogen (entgegengesetzt gerichtet) Wendelinie gebrauchlich
& <f {"{“Q:/ TS g gegeng g
<
\s , . : Eiklothoide
\z m\ 7@ Kreisbogen — Klothoidenabschnitt — Eilinie gebrauchlich

Klothoide — Klothoide (gleichgerichtet)

Korbklothoide
Klothoide

zu vermeiden

Abbildung Fehler! Kein Text mit angegebener Formatvorlage im Dokument.-5:

zu Lageplankurven

Kreisbogen ohne Ubergangsbogen

Kombinationsmdglichkeiten der

Entwurfselemente

Die Trassierung von Lageplankurven ohne Ubergangsbogen bleibt auf Grund der fahrdynamischen und
asthetischen Nachteile auf Ausnahmefille beschrinkt. Dazu gehdren bei AuBerortsstra3en:

« Kurven in besonderer Zwangslage, in die sich Klothoiden als Ubergangsbdgen nicht einpassen lassen (AR <

0,30 m),
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o Kurven mit sehr geringer Richtungsdnderung (Flachbogen, B < 10 gon),

o Kurven mit sehr groflen Radien (sieche nachfolgende Abbildung).

Entwurfsgeschwindigkeit Ve [km/h] Kreisbogenmindestradius R min [m]
Minimalwert Ausnhahmewert
<80 1500 1000
>80 3000 2000

Die Ausnahmewerte gelten bei ortlichen Zwiangen. Um trotz der grolen Radien Knickwirkungen zu vermeiden,
sollte die Mindestbogenldnge oder die Mindesttangentenlénge der Kurve bei einem Richtungsdnderungswinkel
von B < 10 gon (Flachbogen) das zweifache der Entwurfsgeschwindigkeit V. betragen (L, = 2-V,) [Ly, in m,
V. in km/h]. Im kommunalen Netzen ist die Anwendung von Kreisbogenkurven weniger problematisch
(Erschlieungs- und Anliegerstraf3en).

Korbbogen

Fiir Korbbogen als Kurvenkonstruktionen im Lageplan gelten die gleichen Vorbehalte wie fiir einfache
Kreisbogen. Aus Sicherheitsgriinden sollten sie moglichst nicht angewendet werden (RAS-L 1995). Im Rahmen
von Um- und Ausbaumafinahmen sind Verbesserungen durch das Einfligen von Hiillkurven zu erreichen.

Verbundkurve

Die am hiufigsten angewandte Konstruktion fiir eine Kurve ist die Elementfolge Gerade — Klothoide —
Kreisbogen — Klothoide — Gerade. Sie wird auch Verbundkurve genannt. Sind beide Klothoidenparameter gleich
groB3, spricht man von einer symmetrischen Verbundkurve. Es besteht auch die Mdglichkeit, unterschiedliche
Parameter anzuwenden (unsymmetrische Verbundkurve). Aus &sthetischen Griinden empfiehlt es sich aber,
folgendes Verhiltnis zwischen A; und A, nicht zu tiberschreiten:

A A< 1,5 (besser2,0)

Fir die Berechnung der Hauptpunkte der symmetrischen Verbundkurve gelten —in Anlehnung an die
Kreisbogengeometrie — folgende Beziehungen:

Tangentenldnge des Kreisbogens T,=R- tan@
Tangentenlidnge des Ersatzkreises T'= (R +AR )tan%
Gesamttangentenldnge an die Verbundkurve T, =T+X,
Zentriwinkel des Kreisbogens a=B-2-1

. R.m-
Lénge des Kreisbogens 5= m =R-a [rad]

200

Gesamtlénge der Verbundkurve L,=L,+2L,

Haufig ist es notwendig, wegen vorhandener Zwangsbedingungen ungleiche Parameter (A; # A;) und damit
unterschiedlich lange Klothoiden zu verwenden. Dadurch verschiebt sich der Tangentenschnittpunkt aus der
Kurvenmitte heraus (Bild 5.15). Zunichst sind die beiden Ubergangsbdgen getrennt zu berechnen. Uber eine
einfache Dreiecksbeziehung 148t sich die Berechnung mit den modifizierten Ansétzen der symmetrischen
Verbundkurve durchfiihren.

ARL=AR, bR 4= AR, AR,

sin B =
P d sin



Krirmnmung
K=C *t/R

Kriammungsband
Gerade»l«—— Klothoide ————seKreisbogen »——— Klothoide —»+— Gerade
K= 1/R, = L,/AS ,l. K=o
K=C* 1/R
Rechts: e i i ! : | L
UA UE =BA BE=UE UA
-y — | |
Ly Lg i Ly |

Abbildung Fehler! Kein Text mit angegebener Formatvorlage im Dokument.-6: Konstruktionselemente der symmetrischen
Verbundkurve und Kriimmungslinie

Mit dem Verschiebungsmal ,,d* lassen sich die Hauptgréfen der unsymmetrischen Verbundkurve berechnen.

B

Tangentenldngen der Ersatzkreise T ,=(R+AR, )tanE

T,=(R +AR2)tan%

Gesamttangentenlédngen der Verbundkurve T, =X,, +T +d
T, =X,, +T,-d

Zentriwinkel des Kreisbogens a=p- (r L+ 2)

Gesamtlidnge der Verbundkurve L,=L,+L, +L,

Die Kreisbogenmindestradien werden fiir fahrdynamisch zu bemessende Stra8en in Abhéngigkeit von der
Entwurfsgeschwindigkeit im Regelwerk vorgegeben. Die Abbildung der Kreisbogenmindestradien enthélt fiir
die Kategoriengruppen A und BI/II die aktuellen Werte nach RAS-L (1995). Die unterschiedlichen Werte
entstchen durch verschieden grofe Querneigungen und differenzierte  Ausnutzungsgrade der
geschwindigkeitsabhéngigen Kraftschlussbeiwerte.

In der praktischen Entwurfsarbeit gibt es eine Reihe von Griinden, die Kurven nicht mit einer ,,positiven (im
fahrdynamischen Sinne) Querneigung auszustatten (Entwisserung, Umweltschutz, Kosten, Bautechnik u.a.). In
diesen Fillen sind die radialen Krifte ausschlieBlich durch den Kraftschluss zu kompensieren. Aus
Fahrsicherheitsgriinden fithren derartige Entwiirfe zu bedeutend groferen Kreisbogenmindestradien. Zu beachten
ist, dass diese Sicherheitsbemessung mit der Geschwindigkeit Vs erfolgt.

Unabhéngig vom fahrdynamischen Ansatz fiir die Ausbildung der Querneigung in den Kurven gilt fiir die Wahl
der Kreisbogenradien Rgeysnie = min R. Auch fiir den Fall, dass Kreisbogen im Anschluss an lange Geraden
folgen, werden Bedingungen fiir das Aneinanderfiigen der Entwurfselemente vorgegeben.
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